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Funcoes

1 Dominio e Imagem

No nosso dia a dia, é facil perceber que o
valor de uma coisa depende diretamente de
outra. Por exemplo: quanto mais tempo
um motorista fica no transito, maior sera
o consumo de combustivel do carro. Da
mesma forma, quanto mais horas um aluno
dedica aos estudos, melhor costuma ser
seu desempenho nas provas. Também po-
demos pensar na conta de luz, que au-
menta conforme cresce o consumo de ener-
gia na residéncia. Em todas essas situa-
coes, quando sabemos o valor de uma des-
sas informacoes, conseguimos descobrir o
valor da outra, que esta ligada a ela. Por
isso, dizemos que uma grandeza ¢ funcao
da outra, ou seja, o valor de uma depende
diretamente do valor da outra.

Definicao 1.1. Sejam X e Y dois con-
juntos nao vazios. Uma funcdo de X
em Y € uma lei, regra ou correspondén-
cia que associa a um elemento x de X
um unico elemento y de Y.

Em geral, uma func¢ao é denotada da

seguinte forma

onde f é a regra que associa a r € X um
tnico elemento y € Y.

O t1nico elemento y de Y associado ao
elemento x de X ¢é chamado de valor da
fungao em x e é representado por

y = f(x).

Além disso, o elemento x recebe o nome
de variavel independente, enquanto y é
chamado de variavel dependente, pois
seu valor depende de z.

Exemplo 1.2. Sejam X ={0,1,2,3,4,5}
eY = {ab,c,de}. Entio, f: X =Y
definida por f(1) = b, f(2) =a, f(3) =d
e f(4) = d é uma funcdo.

Exemplo 1.3. Sejam X ={0,1,2,3,4,5}
eY = {a,b,c,d,e}. Entio, g : X — Y
definida por g(1) = b, g(1) = ¢, g(2) = a,
9(3) = e, nao é uma fungao, pois ao ele-
mento 1 € X estao associados dois elemen-
tos distintos b e c € Y, o que viola a defi-
nicao de funcao.




Definicao 1.4. Quando X, Y C R, di-
remos que f : X =Y € uma funcao real
de varidvel real.

Exemplo 1.5. As sequintes expressoes re-
presentam fungoes reais de varidvel real:

flx)=3r+1 e g(z) =2 +2z+ 1.

A cada funcao f estdo associados dois
subconjuntos fundamentais para a analise
de seu comportamento. Chamamos domi-
nio da func¢ao o conjunto Dy, definido por

Di={reX: y=f(x)

e chamamos de imagem da fungao o con-
junto I'my, definido por

Imy={yeV: y— @)}

Exemplo 1.6. No Fxemplo 1.2, temos que
Dy ={1,2,3,4} e Imy = {a,b,d}.

Na pratica, no caso de uma funcao real
de variavel real f, determinar o dominio
Dy significa descobrir quais nimeros reais
podem ser usados no lugar de = sem que
y = f(x) apresente problemas. Ou seja,
consiste em encontrar o maior subconjunto
de R para o qual y = f(z) € R.

Exemplo 1.7. Determinar o dominio de

T+ 2
x—2

fz) =

Solucao. Como o numerador contém uma
raiz quadrada, o radicando nao pode ser
negativo. Portanto, é necessario que:

r+2>0& 0> —2.

Além disso, o denominador nao pode ser
zero, pois nao existe divisao por zero:

r—2#0& x #2

Assim, o dominio da funcao é o conjunto
dos ntimeros reais maiores ou iguais a —2,
exceto o niumero 2. Portanto:

Dy =1-2,2[U] —2,+0o0].
O

Para determinar a imagem Imy de uma
funcao real de variavel real f, comecamos
considerando as condicoes que o x deve sa-
tisfazer, ou seja, seu dominio. A partir
disso, impomos restri¢oes sobre o y = f(x)
de acordo com a relacao entre z e y, de
modo a descrever todos os valores que f(x)
pode assumir.

Exemplo 1.8. Determinar o dominio e a
imagem de

Solucao. Como a expressao dentro da raiz
deve ser maior ou igual a zero:

2 -2>0s (z—V2)(z+V2) >0

+ — +

L 4
—V2 V2
Portanto, o dominio de f é:

Para determinar a imagem, observamos
que, para qualquer z € Dy,

?2-2>0e Va2 —2> 0% f(z) € [0, +oo
Portanto, a imagem da funcao é:
Imy = [0, +00]
O

Outra forma de determinar a I'm; de
uma fungao real de variavel real y = f(x)
consiste em expressar a variavel z em fun-
cao de y e, em seguida, analisar quais va-
lores y pode assumir.



Exemplo 1.9. Determinar a imagem de

Solugao. Isolando x em fungao de y:

1 14y
y=——=yr—y=11r=—"7—.
r—1 Y
Essa expressao define um valor real de x
para todo y # 0. Portanto,

2 Graficos

As funcoes reais de variavel real sdo repre-
sentadas geometricamente por meio de seu
grafico, que é definido da seguinte maneira:

Definicao 2.1. O grifico de uma funcao
real de varidvel real f: X —Y € o sub-
conjunto Gy C R?, formado pelos pares
ordenados (zo, f(xo)), onde o € Dy, ou
seja,

Gy = {(zo, f(x0)) : o € Dy}.

A seguir, serdao apresentadas e estudadas
algumas das funcoes mais utilizadas no cél-
culo.

Definicao 2.2. Sejam a, b € R, com
a# 0, a fungao

ou Yy =ax-+b,

f(z)=azx+0b

¢ denominada funcao afim.

Por exemplo,
y=3, y=2zrey=3x+1

sao funcoes afins.

O grafico de uma fungdo afim é uma
reta. Por exemplo, se a > 0 e b > 0, entao
o grafico é uma reta crescente que inter-
cepta o eixo y no ponto (0,b) e 0 eixo x no
ponto (—b/a,0).

flz)=ax+0b
Y

b

Observe que, uma funcao afim é definida
para todo nimero real, pois a expressao
ax + b nao possui nenhuma restricao. Por-
tanto,

D;=R

Além disso, isolando z em fungao de y:

y—>b
—

y=ar+bes =

percebemos que nao ha nenhuma restri¢ao
sobre os valores de y, ja que qualquer valor
real de y corresponde a um valor real de .
Assim,

]mf:R.




Definicao 2.3. Sejam a, b, c € R, com
a# 0, a funcao

f(x)=az*+bx+couy=ar?+br+c

¢ denominada fungao quadratica.

Por exemplo, as fungoes
22 9.2
y=x", y=a"+4r, ey=3x"+2x+3

sao quadraticas.

Como uma funcao quadratica é definida
para todo nimero real, ja que expressao
ax? + bx + ¢ ndo possui restricoes, seu do-
minio é:

D;=R

Para determinar o grafico e a imagem de
uma funcao quadratica, utilizamos o mé-
todo de completar quadrados:

fz) = ar*+br+c

9 b? b?
— Ip— ) =
a(az + x2a+4a2) 4a—|—c
N b 2_f_4ac—b2
= alx — _—
2a 4a

Assim, o gréfico de uma funcao quadratica
é uma parabola com vértice no ponto

v — _i)élac—b2 .
2a 4a

Alternativamente, pode-se expressar como:

V=(- g fl3)).

Observamos que o termo quadratico satis-

faz
b 2
(x + 2a> >0

Assim, o sinal do coeficiente a determina o
comportamento da funcao e, consequente-
mente, sua imagem:

1. Se a > 0,
dac — b?
> .
fla) = 2
Portanto,
dac — b?
Im=|— .
mf 4a Y +OO[

e seu grafico é

2. Sea <0,

dac — b?

< —.

fla) < 2
Portanto,
dac — b?
Imy=1]-— T
my =] =00, 4a

e seu grafico é



Definicao 2.4. Os zeros ou raizes de
uma funcao quadrdtica sao os valores x €
R tais que f(z) = 0.

Assim, utilizando o método de comple-
tar quadrados,

0 = ax’+br+c
n b 2+4ac—b2
= alx+ — _—
2a 4a

Dai, isolamos o quadrado:

+b 2_b2—4ac
v 2 ) 4a?

Isolando x, obtemos:

. —b+Vb? —4dac

2a

Fazendo

’A:b2—4ac‘

temos os seguintes casos:

1. Se A > 0, a funcao quadratica pos-
sui duas raizes reais e distintas, dadas
por

“b+VA o —b-VA
= —— 9= —.

il [§]
2a 2a

2. Se A =0, a funcao quadratica possui
uma raiz real dupla, isto é, as duas
raizes coincidem:

b

r=——-.
2a

3. Se A < 0, a funcdo quadratica nao
possui raizes reais. Nesse caso, seu
grafico nao intersecta o eixo x, pois
as raizes sao nimeros complexos.

Exemplo 2.5. Determine o dominio, a
imagem, o vértice e faca um esbogo do grd-
fico da funcdo f(r) = 2? — 6x + 8.

Solug¢ao. Como f(x) é uma fungdo quadra-
tica, temos:
D;=R.

Identificando os coeficientes a = 1, b = —6
e ¢ = 8, calculamos o vértice:

(6) 4(1)(8) — (=6)*
"= (‘ 20 A ) =B

Além disso, a imagem da funcao é dada
por:

Imf = |:

Sendo
A= (—6)*—4(1)(8) =4

as raizes da fungao quadratica sao:

—(—6) + V4

p=—2T Yy

Portanto, o grafico da funcao é uma para-
bola voltada para acima, que intercepta o
eixo x nos pontos (0,2) e (0,4). O



3 Exercicios

1. Dé o dominio e esboce o grafico.

a) f(z) =3z

b) g(z) = —=

c) h(z)=—x+1
d) f(z)=2x+1
e) g(x) =—2x+3
f) g(x) =3

2. Considere a funcao f dada por
f(x) = 2® + 4o + 5.

a) Mostre que f(x) = (z+2)%+1

b) Determine o dominio e a ima-
gem de f

¢) Esboce o grafico de f

d) Qual o menor valor de f(z)?
Em que z este menor valor é

atingido?
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